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Resumo. Neste trabalho, efetivamos a modelagem matema&tica do compor-
tamento evolutivo das interagdes entre espécies competidoras com dindmicas
populacionais verhulstianas na presenga de impacto, o problema foi definido
a partir de dados do programa antartico argentino. Isto foi feito com um
sistema néo linear de equagdes diferenciais parciais que, expresso em sua
formulacgao variacional foi aproximado usando elementos finitos no espago e
Crank-Nicolson no tempo. Gréficos ilustrativos sao apresentados a partir de

resultados numéricos de simulagao.

Palavras-chave: Ecologia Matemdtica, Dinamica Populacional, Método
dos Elementos Finitos, Método de Crank-Nicolson.

1. Introducao

Ao norte da peninsula antértica, encontra-se a Ilha King George, que
faz parte do Arquipélago South Shetland. Ao sul da ilha, acha-se localizada
a enseada Potter que tem aproximadamente (na sua regido interna) uma &rea
de 3km? e estd rodeada pela geleira Fourcade, exceto na costa sul onde tém
ficado zonas livres de gelo, como conseqiiéncia do retrocesso da geleira (Wiencke
et al., 1998). A profundidade desta enseada varia até 50m aproximadamente
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e, naquela regido interna, os fundos, néo sdo, em geral, rigidos (lama e areia).
Especificamente, na parte do sul, a regido tem a configuracao lama—areia e na
parte norte possui sedimento fino e depésitos de morena (Sahade et al., 1998).

Durante os meses de primavera e verao (estagoes de maior temperatura),
ocorre o degelo da geleira Fourcade, os corregos de degelo Matias e Potter, que
desaguam diretamente na enseada e sao os responsaveis pelo aumento do sed-
imento (Varela, 1998). Nas tltimas duas décadas, o retrocesso da geleira tem
causado um aumento nos coérregos (Eraso e Dominguez, 2007; Schloss et al.,
2008), causando mudangas na distribuigdo e na abundancia dos ecossistemas
existentes. No caso particular das espécies bentonicas Mongula pedunculata e
Cnemidocarpa verrucosa (ascidias ditas “altas”), foi observada uma diminuicao
importante nas densidades, e no caso do pennatulaceo Malacobelemmom day-
toni, um aumento significativo (Sahade et al., 2008).

Aparentemente, o acréscimo na concentracdo do material particulado
inorgéanico, o sedimento, ocasionado pelo aumento no degelo da geleira, afeta
os organismos filtradores ja que a quantidade de sedimento na coluna de agua
incrementa o gasto metabdlico na hora da filtracao de nutrientes. Experimen-
talmente, tem-se observado que as ascidias sao mais sensiveis a existéncia do
sedimento, enquanto o pennatulaceo tem mostrado uma melhor tolerancia a
presencga de material particulado.

Neste trabalho, apresentamos um modelo matemaético como instrumento
auxiliar na avaliagao qualitativa e quantitativa da relagao existente entre a
distribui¢do e abundéancia das ascidias (M. pedunculata e C. verrucosa) e o
pennatulaceo M. daytoni na presenca evolutiva do sedimento, incluindo (na
modelagem) o fato de que as ascidias e o pennatulaceo sdo competidores natu-
rais pelos recursos do solo marinho, sendo as ascidias as melhores competidoras.
Em outras palavras, a modelagem matemaética e o algoritmo numérico resul-
tante de sua aproximacgao devem se constituir como um instrumento auxiliar

na avaliagao das conjecturas lancadas (baseadas nos resultados experimentais).

2. Problema Matematico

Para estudar este fenémeno, apresentamos um modelo apoiado em um
sistema de trés equacgoes diferenciais parciais nao lineares nas quais temos, para
os grupos bentonicos, duas equacoes do tipo reagao-difusdo, com termos de

reacao que envolvem a dindmica Lotka-Volterra de competéncia intraespecifica
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e interespecifica, junto com um termo do tipo Michaelis-Menten para avaliar o
efeito do sedimento nessas populacoes. Para o sedimento, temos uma equacao
do tipo advecgao-difusao e um termo para as fontes pontuais, provocadas pelo
degelo. Além disso, a regiao espacial de estudo é um retdngulo (primeira
aproximagao do dominio real), e consideramos condigdes iniciais adequadas,
com condigoes de contorno dos tipos Dirichlet homogénea e von Neumann
homogénea para os organismos bentonicos; e condi¢cdes de Robin e Dirichlet

homogéneas para o sedimento (veja a figura 1 e a equagao (2.2)).

Enseada L
Potter 6 7 c. Potter
=
@3 Matz?czs\l\\\\

Figura 1: Dominio espacial do problema.

Especificamente, teremos a densidade do primeiro grupo bentonico (as-
cidias) denotada por P; = Pi(z,y,t) e, para o segundo grupo (pennatulaceo),
uma densidade denotada por P, = Ps(x,y,t). Finalmente, o sedimento é deno-
tado por S = S(z,y,t). Para os trés casos, temos (z,y) € Q = [0, L] x [0, H] C
R2 e o tempo t € J = (0,T]. Assim, o sistema nao linear resultante é:

on _ a1 V2P, + w Py =XMP(1— P1+I§1P2) _ b P

ot y1+52
2
% — V2P + poPy = Mo Po(1 — P2+I§2P1) — ,Yfz_,_ssz P (2.1)

{?Tf_asv25+w.vsz—JlPIS—UQPQS-l-f

onde os parametros (positivos) significam com os subindices adequados: «

difusividade, @ mortalidade, A crescimento per capita, § competicao interes-
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pecifica, § a taxa de maximo dano provocado pelo sedimento, v constantes
de Michaelis-Menten e o a taxa de consumo de sedimento. Além disso, K
representa a capacidade de suporte para ambas as populagoes e f as fontes
pontuais de sedimento.

No caso das condigoes iniciais e de contorno,

Py(z,y,0) = PP(x,y), P2(z,y,0) = P}(z,y) e S(z,y,0) =0

oP,
Pm|F0 :O € 6’;]’”

=0,paratodote Jem=1,2 (2.2)
I .

Slp, =0e —asg> =kS

, para todo t € J
To

Para este problema, procuramos solugoes (de Py, Py e S) que estdo no

espago

Vo = {w € L*((0,T) : HY(Q)); %—Q: € L*(Q) Vt € J;w|p,, = o} p/ m=0,1.

Porém, como nao existem métodos analiticos para resolver problemas do tipo
(2.1)-(2.2), transformamos o sistema para sua formulagdo variacional (ou for-
mulagao fraca); na qual podemos encontrar uma boa aproximacdo da solugao
do problema original (Lions, 1961).

Para transformar o sistema (2.1), requeremos de espagos de fungoes ade-

quados para trabalhar. Assim definimos o subespago de H!(f2)
Vi = {w e HY(Q) : w|p,, =0} param =0,1;

para depois procurarmos uma solucao aproximada (de Py, P, e S) em subes-
pagos convenientes de V,,, (m =0, 1).

Se usamos as notagoes (ulv) = [, uvdy que corresponde ao produto
interno entre u e v em L*(Q), (Vu||Vv) = [, Vu - Vodu e (ulv) = §,, uvdr e
usamos o Teorema de Green na parcela do laplaciano. O sistema expresso na
formulagao forte dado por (2.1 ), em sua formulacdo variacional, se transforma

e1n:
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(aPl‘ a1 (VP||[Vw) — aq <@\w> + w1 (Pr|w) =
1(1—

P1+51P2 )|U})

61(,Y1+Sz Prlw

( 82 ‘ on

(
)

03(VP||Vw) — s (G2 w) + pa(Polw) = 23

Ao(Pa(1 — P2+62P1)|w)_52<ﬁ72§]32|w)

(%) + as(VS|IVw) - as ( Ew) + Wi(3E|w) + Wa( 5 |w) =

—o1(P1S|w) — o2(P2S|w) + (flw),

para todo w € V,,, com m = 0, 1.

Na construgao da soluc¢do aproximada do sistema variacional (2.3), ini-
cialmente trabalhamos com as variaveis espaciais, usando o método de elemen-
tos finitos (Kardestuncer e Douglas, 1987; Brenner e Scott, 2007). Para isto,
seja Vi, CV = VoUV; um subespago de dimensao n tal que B = {¢1, 2, ....0on}
seja uma base desse subespaco; entao, usando as fungoes da base B na aplicacao
da separagao de varidveis nas fungées P, (m = 1,2) e S, obtemos as aproxi-

macoes

8P 8(,0
(z,y,t me,g )ej(,y), —(2,y,1t) me,; - (z,y)

3P 3@ oP,, dppm.
1’ ya ZPMJ J 7y)’ W(x7y’t)zz dt](t)goj(xvy)a

j=1

para m = 1,2

n

- a8 0p;
S(x,y,t) = > si(t)e;(x,y), ax(x,y,t)%zsj(t)%(x,y),

j=1 j=1
a " a8 " ds; . Op;
$ y7 % 8] )7 E('Tayvt)%zitj(t)%(xay)
j=1 j=1

Assim, ao utilizar tais aproximagoes na formulacgio variacional (2.3) e

depois de usar as propriedades do produto interno, temos o sistema discretizado

Zl Wi (pjlwn) + o Z P (V| [Vwn) + Z P1j(@slwn) =
iz

n n
ALY Dp1 <pj|wh) 2 Z > pLjPLk(%@kWh)—
j=1 j=1lk=1

3

n S n n
22 2 2 Pripa(@ierlon) - D% 2 puyse(esenlwn)
: k=1 _7: k=1
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Z (‘Pj‘wh) + g Z PZJ(VSDJ”vwh) + 2 Z pl,J(S"J|wh
j=1 j= Jj=1
=2 lez,j(@j\wh) -3 Z Z P2,jP2,k (95 Pk |Wwh)

; s

(2.4)
— 2% Z Z P12k (@50 | wh ) —

S n

k=1
n
2_: 2 2,55k (050K |wh)

-21 & (@jlwn) + as Zl 5; (V| |[Vwp) +
j= j=

£ 3 5 gl +
p
Y 85 (2 wn) + Wa 3 s5(222 )

Sil5y |Wh) = (flwn)—
j=1 j=1
n n n n
—o1 Y > sipLk(pieelwn)oz Y5 D0 sip2k(@ierwn)
j=1k=1 j=1k=1

para todo wy, € Vj,. Além de assumir que, no sistema anterior, a quantidade S
corresponde a uma aproximacao adequada para S

Dado que o sistema (2.4) vale para todo wy € Vj, entdo é suficiente
escrever (2.4) tomando como referencia os elementos ¢; € B, ou seja

a (@ilei) + o _Z p1;(Ve;lIVei) + Z p1,;(5lei) =

=\ Z p1,5(@jlei) — 71 Z:

n

Z P11k (@508 0i)—

= n n
Ml 3 prpen(ererles) - = Y Y puisk(esenles)
j=1k=1 j=1k=1
parat=1,2,...,n

2 - (5le0) + a2 Zl 25 (VeillVei) + 12 3. prj(pilei) =

J Jj=1
n n n
=X 2 pajlejlei) — 32 E Z P2,jP2,k (95 Pkl0i) —

n n S n
202 3 Zpupzk(wk\soz) e ZI

(2.5)

HM:

P2,j8k(PjPk|Pi)

1 (pjlei) +as Zl i (Ve;llVes) +k 32 i {ejlei) + Wa Zl si(521ei)
Jj= = = I=
+W2 21 5; (522 1ps) = (Flgi) — on Zl kZ 5P1.k(05Pk| i)

_ A&

Sjp2,k((pj§0k|50i)a para 1= 17 27
j=1k=1

—
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para todo ¢; € B.
Finalmente, aplicando o método de Crank-Nicolson (ver LeVeque, 2007)
em (2.5) para a aproximagdo temporal do sistema, obtemos um sistema néo

linear da forma
M1 ()P = My, ()P
Me2()PY ) = Mga()PSY (2.6)
M, o (-)S"HD) = My 4 (-)S™) + F(n+1/2),
com a notacdo (-) que representa a dependéncia nas matrizes M, das quanti-
dades P, ("D pn) pnth g) o glnt1),

Explicitamente, os coeficientes das matrizes M ;, Mg, paral=1,2 e s;

estao dados por:

12 At )\1At OélAt
(Me)ey = (14 8028 o) L ARG, 19,
At n /\1 n >\161 n+1) n
IZ} +p{%) + K(( +p5%)
k=1
S (S 1 500 (o0l
- +52 PiPr|Pi),
1At A At @ At
Wa1)iy = (1 - B804 B0 o) - D2 (v, V)
At n n )\ 61 n n
T [K(png)+p§,;3)+ i (pé,zfl)+p§,;§)
k=1
$1S ,
+m(5(”+” + SN (ps0klei),
MgAt )\QAt OégAt
(Me)ey = (14 2220 280 10 1+ 28 G0 19,
At S Ao (n+1) (n)y | A202 (n+1) (n)
Jrzg[?(pgk er27k)+ K ( +p )
B2S
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oAt A At as At
(Mag,2)i; = (1 - 22 +2T)(<Pj|%)— 722 (Voill Vi)
AN Y n X202 (n n
,ZZ[i(p( +1)+ ;12)+ ;{2(]?( -i-l)Jr glz)
k=1
BaS on n
eI CHMRIUE DI CTAEDE

At asAt kAt
(Mes)is = (1+ B0 (ile0) + 2= (V6l1V00) + 5= (osles)
WAt 0 WoAt  Op;
= (len) + —— (2 lea)+

2 2
At &
T Ll o) + a8 + DI (eserle)
k=1
s At a At kAt
(Me.a)ig = (1= B)pile) — == (Vi1 Vi) — =5 (oile)
WlAt(&pjl ) WgAt(ang‘ )
2
At n n n n
- o5 + 5 + a8 + DI sl
k=1

O vetor F("*1/2) est4 definido (nas componentes que correspondem as
fontes pontuais) por % (f("ﬂ) + f(")).

O sistema néo linear (2.6) serd resolvido iterativamente (no tempo) a
partir das condigoes iniciais e usando o método das iteragoes incompletas de-
senvolvido por Douglas Jr. et al. (1979) e que também foi utilizado por: Meyer
(1988), Pregnolato e Meyer (2003), Sossae e Meyer (2004) e Salvatierra e Meyer
(2006), entre outros. A implementacdo do algoritmo foi feito no MATLAB e

foram usados elementos finitos de primeira ordem na discretizacao espacial.

3. Simulagoes numéricas

Para realizar as simulagbes numeéricas, usamos valores dos parametros
baseados na hipdteses que as ascidias sao boas competidoras, seu crescimento
é mais rapido que os pennatulaceos e possuem uma melhor taxa de filtragao
(Kowalke, 1999; Kowalke et al., 2001). Os outros parametros estdo na linha

das quantidades usadas no trabalho de Torre et al. (2008) e acrescentamos a
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capacidade de suporte K = 100 e um vento predominante na direcao leste
(Roese e Drabble, 1998) dada por W = (5.0 x 1073,4.3 x 1073).
A tabela 1 contém os valores dos parametros correspondentes ao sistema

(2.1) e geram os graficos mostrados nas figuras 2 e 3.

Tabela 1: Valores dos parametros para as figuras 2 e 3.

Indice
R 1 2 S
Parametros
a 75x107% 75x107* 25x1074
L 20x1077 20x1077 1.0x1077
A 2.5x1072 3.5 x 1072
) 2.0x 1072 4.0x 1072
Jé] 1.0x 1073 5.0 x 1077
v 1.0 1.0
o 20x107% 1.5x107¢

O gréfico 2 exibe a mudanga no comportamento das densidades no sis-

tema na evolucao do tempo; percebendo a uniformidade das populagoes no

espago, embora na parte direita da regiao (setor de acimulo do sedimento),

é diferenciado o efeito negativo do sedimento nos organismos benténicos, com

maior dano nas ascidias e menor no pannatulaceo. No mesmo gréfico, observa-

mos no caso das ascidias uma maior densidade das populacoes na regiao onde

nao temos, por causa do vento predominante, o material particulado.
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Figura 2: Distribuigao e abundéncia do sedimento e dos organismos bentonicos.
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No grafico 3, estamos capturando a informacao de alguns dos pontos da
regido (veja na figura 1, as partes marcadas com *), em concordancia com sua
localizagao e, pensando nas possiveis diferencias no comportamento do sistema.
Na primeira coluna observamos a estabilizagao do sedimento nos pontos obser-
vados, notando uma maior quantidade de sedimento no ponto que fica perto
do corrego Potter, por causa da fonte e pelo vento predominante. Também
percebemos um aumento (redugao) na populagdo do pennatulaceo (ascidias)
neste mesmo ponto. Os comportamentos das populagoes nos outros pontos
analisados correspondem as conjecturas bioldgicas observadas experimental-
mente, ou seja: as ascidias sao altamente sensiveis ao incremento do sedimento

e o pennatulaceo nao é afetado negativamente pelo incremento de sedimento.

Sedimento Bento
25
K’ ——Asc
Penn
0
T. Final T. Final
20
. 0 N
T. Final T. Final
20
. 5 .
T. Final T. Final

Figura 3: Comportamento evolutivo do sedimento e dos organismos bentonicos.

4. Conclusoes

Neste trabalho, desenvolvemos uma ferramenta matematica para validar,
por meio simulagoes numéricas, uma conjectura acerca do efeito do sedimento
na distribuicao e na abundancia de alguns grupos bentonicos na antartica;
fendmeno que tem sido previsto e, além disso, observado experimentalmente.
Conseqiientemente, acreditamos ter viabilizado um relevante instrumental au-

xiliar em avaliacoes de impacto.
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